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MATHEMATICS 
AQUIVALENZEN VON INTEGRALDEFINITIONEN IM SINNE 
VON DENJOY, VON PERRON UND VON RIEMANN 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of March 29, 1969) 
Einleitung. Fiir die Mengen des kleinsten aus den offenen Teil- 
intervallen und den Mengen von einzelnen Punkten eines Intervalles io 
(in RI) hervorgehenden Korpers K sei 6, eine beschrankt- und o-additive 
Mengenfunktion; T sei ihre endliche Totalvariation. Nach unserer Arbeit : 
,,Ein einheitliches Verfahren zur Definition von absolut- und bedingt- 
konvergenten Integralen”. VII [mit I] 1) gibt es eine mittels Riemann- 
Summen definierte Integration in bezug auf @[T] fur die Mengen von K 
(die allgemeine Riemann-Integration), welche Equivalent ist mit der zu- 
gehijrigen speziellen Denjoy-Stieltjes Integration. Wdhrend die benutzten 
Zerlegungen der Intervalle ganz einfach sind fiir den Fall da13 T[(x}] 
immer den Wert Null hat, werden sie etwas komplizierter im entgegen- 
gesetzten Fall, in welchem die Punkte (x) mit T[(x}] #O als sogenannte 
,,Trennungspunkte” der Zerlegungen auftreten kiinnen. 
Fur den einfachen Fall dal3 Q(i) = Ii], @[{x)1 = 0 ist, wird hier untersucht 
ob es such zu der allgemeinen Denjoy-Stieltjes Integration in bezug auf 
@ 2) eine Bquivalente in direkter Weise mittels Riemann-Summen definier- 
bare Integration gibt sbis). Die Untersuchung lal3t sich, wie im letzten 
Par. angegeben, in verschiedener Richtung erweitern. In der Formulierung 
der Satze ist dabei im einfachsten Fall die Mengenfunktion @ durch eine 
stetige Punktfunktion a(~) von beschrankter Variation ersetzt, und wird 
mit Teilsegmenten von & anstatt Mengen von K gearbeitet. 
3 1. Hilfssatz. 1st das Segment ZO = ia [asxs;b], bis auf eine ab- 
zahlbare Teilmenge, Summe von abzahlbar vielen, nicht notwendig dis- 
1) Siehe diese Proceed., Series A 70 (1967), insbes. S. 7 [bzw. 68 (1965), S. l-51. 
2) Betrachtet wird somit das allgemeine Denjoy-Integral fi (allg. D) f dx. 
2bis) In Teil III (1965), 9 19 unserer oben zitierten Arbeit wurde die Riemann- 
Summation in indirekter Weise zur Einftihrung eines allgemeinen Ro(iemann)- 
Integrals in bezug auf @[T] (wie im ersten Sate der Einleitung) angewendet, und 
zwar unter Gebrauch des in Teil I (in Ri) eingefiihrten allgemeinen R(iemann)- 
Integrals. Theorem 23, in Teil III, 0 19, zeigt da13 das allgemeine &Y-Integral i.b.a. 
@[T] das allgemeine D(enjoy)-S(tieltjes)-Integral i.b.a. @[T] umfal3t. Mit der in 
Teil VII, $48 bewiesenen Aquivalenz des speziellen D&‘-Integrals und des allgemeinen 
R-Integrals, beide i.b.a. @[!Z’], folgt nun leicht daB such das allgemeine DX-Integral 
und das ,,indirekt” definierte allgemeine RO-Integral Siquivalent sind. 
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junkten, perfekten Mengen (Ef) (i= 1, 2, . . .), so gibt es abzahlbar viele 
perfekte Teilmengen (Fk) (Ic= 1, 2, . ..) von is, deren jede Teilmenge einer 
Ej ist, deren je zwei hijchstens einen Punkt, welcher dann obere Grenze 
der einen, untere Grenze der zweiten Menge ist, gemeinsam haben konnen, 
und die samtlich io bis auf eine abzahlbare Menge H iiberdecken. 
Der Beweis folgt, mittels transfiniter Induktion s), unter fortwahrender 
Anwendung eines bekannten Baireschen Satzes (welcher in einfachster 
Fassung lautet: ist eine perfekte Teilmenge 9’ von 50, bis auf die Punkte 
einer abzahlbaren Teilmenge, tiberdeckbar durch abzahlbar viele perfekte 
Mengen (B,) (m= 1, 2, . ..), so gibt es ein Stuck a von J’, das ganz 
zu einer der Mengen (Fnz) gehijrt; dabei ist ein Stuck von F, definiert 
durch ein offenes Interval1 i, die Teilmenge i. P von i vermehrt mit ihren 
auf dem Rande von i liegenden Haufungspunkten). 
In der Arbeit lot. cit. 3) findet man auf S. 235 nachfolgende Definition 
einer Perron-Integration, welche genau ebenso weit fiihrt wie die allgemeine 
Denjoy-Integration (die ,,totalisation”) sbis). 
Definition 1. Fur eine in is endlichwertige Funktion f(x) hat eine 
zugehijrige Majorante Y,Jx) die Eigenschaften: a) sie ist stetig in is; 
b) yl,(a) =O; c) ia la& sich iiberdecken durch abzahlbar viele perfekte 
Mengen (EJ), bis auf eine (ev. leere) abzahlbare Teilmenge H, derartig 
da13 in jedem Punkte einer Ef die in bezug auf diese &‘j genommene untere 
Derivierte von YO#,--CC und 2 f(x) ist. Andert man Y0 in Yu, ,,untere” 
in ,,obere”, -co in + co, und 2 in 5, so erhalt man die Definition einer 
Minorante Yti (x) . 
f(x) wird nun tiber io integrierbar sein, wenn die untere Grenze der 
Majoranten in b und die obere Grenze aller Minoranten in b einander 
gleich sind; ihr gemeinsamer Wert liefert dann den Integralwert von f 
iiber is. 
Bemerkung A. Aus dem Hilfssatz geht hervor da6 in den Defini- 
tionen der Majoranten und der Minoranten vorausgesetzt werden darf 
da13 die in ihnen auftretenden perfekten Mengen (I$) paarweise hijchstens 
einen Punkt, welcher dann obere Grenze der einen, untere Grenze der 
zweiten Menge ist, gemeinsam haben kiinnen; dies beeintrachtigt den 
Umfang der Perron-Integration nicht. 
Bemerkung B. Bekanntlich andert sich der Umfang der Definition 1 
such nicht, falls man aufierdem in den Definitionen der Majoranten und 
Minoranten unter c) abzahlbar viele Ausnahmemengen der Ej zulLl3t 4). 
3) Vergleiche das Beweisverfahren auf S. 247-249 unserer Arbeit: ,,Uber den 
Perronschen Integralbegriff und seine Beziehung zu den R-, L- und D-Integralen”, 
Math. Ztsohr. 34 (193 1) ; such unsere Bespreohung eines Artikels von T . To 1 s t o f f, 
C. R. AC. Sci. URSS 25 (1939) in Zbl. f. Math. 22 (1940), S. 212. 
abi*) Wir beschriinken uns hier auf den Fall von ,,endlichwertigen” Funktionen f. 
4) Vergleiche etwa E. Kamke, Das Lebesgue-Stieltjes Integral 1956, S. 206, 207. 
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$ 2. Eine zweite Perron-Integration wird geliefert durch die 
Definition 2 : Far eine in io endlichwertige Funktion f(x) hat eine 
zugehijrige Majorante Y$(x) die Eigenschaften: a) sie ist stetig in lo; 
b) Y,o(a) = 0; c) io 18;13t sich tiberdecken durch abzghlbar viele perfekte 
Mengen (Ej), bis auf eine (ev. leere) abzLhlbare Teilmenge H, wobei zu 
jedem beiderseitigen Hgufungspunkt x einer Ef eine Umgebung i(x) = 
E (t(l)(x), t(‘)(x)), mit t(l)(x) E Ej, t(r)(~) E Ef, gehijrt mit 
(1) Y$@“) - Y$(f ) 2 f(x) . (t” - t’ ) 
bei : t(l)(x) ct’ <x < t” <t(r)(x), t’, t” beiderseitige HBufungspunkte von Ej. 
Andert man YOO in Y,O und (1) in 
cl*) Y$@“) - Y&‘) 5 f(x) . (t” - t’), 
so erhBlt man die Definition einer Minorante Y%O. 
f(x) wird nun iiber io ein zugehariges Perron-Integral haben, wenn die 
untere Grenze aller YOo(b)-Werte und die obere Grenze aller Y&b)-Werte 
einander gleich sind ; der gemeinsame Wert liefert den Integralwert 
fiber ~0. 
Bemerkung C. Au& bei dieser Integration gilt fiir die Majoranten 
und Minoranten die Behauptung in Bemerkung A. 
Satz 1. Jede in 50 endlichwertige Funktion /, welche iiber io ein 
Perron-Integral im Sinne der Definition 1, ohne o&r wit der Ab&derung 
in Bemerkung A angegeben, hat, besitzt ebenfalls ein Perron-Integral 
tiber io von gleichem Werte im Sinne der Definition 2, ohne oder mit 
der in Bemerkung C angegebenen Abdnderung ; such die Umkehrung gilt. 
Beweis. Sind Y0 und Yu Majorant bzw. Minorant im Sinne der 
Definition 1, so sind, bei E>O, Yb(t)+&.(t-a) und Yu(t)-&E((t-a) Majo- 
rant bzw. Minorant im Sinne der Definition 2. 
Da die Punkte einer perfekten Menge; welche nicht beiderseitige HB;u- 
fungspunkte dieser Menge sind, immer eine abzghlbare Menge bilden, 
sind, umgekehrt, Majoranten und Minoranten im Sinne der Definition 2 
such Majoranten bzw. Minoranten im Sinne der gem%0 Bemerkung B 
abgegnderten Definition 1. 
Daraus folgt die in Satz 1 angegebene Aquivalenz. 
$ 3. Definition 3. {&(lc=l, 2, . ..). H} sei eine (fest gewghlte) 
iiberdeckung von io = io [a, b] von derselben Art wie im Hilfssatz von 5 1 
aus den Ej abgeleitet; HO sei die Summe der abzghlbaren Menge H und 
der abzghlbar vielen einseitigen HSufungspunkte der Fk. Eine zugehSrige 
Riemann-KZasse $!lO [io ; (F, (Ic = 1, 2, . . .) ; H}] sei eine Klasse von den 
Punkten von io zugewiesenen Umgebungen, wobei: a) zu jedem beider- 
seitigen Hgufungspunkt x einer Fk eine Umgebung i(x) = (t(c)(x), t(‘)(x)), 
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mit W(x) E Fk, t@)(x) E Fe, gehBrt, w8hrend: 70) such jedem Punkt 6 E HO 
eine Umgebung i(l) zugeordnet ist. 
Die hier unter l”, Ibis, 2” und 3” folgenden Konstruktionen liefern eine 
besondere Lebesguesche Kette von Intervallen, aus deren Existenz der 
nachfolgende Hilfssatz folgt. 
1”. GemBB der Definition von WJ[io; {Fk (k= 1, 2, . ..). H)] ist x0= 
=a E HO; es gibt somit nach b) eine zugehiirige Umgebung i(xo), welche 
(ev. durch Einschrgnkung) einen zweiseitigen Hgufungspunkt x1 einer 
Menge FQ als rechten Endpunkt hat. Nach a) gibt es Punkte x2, x3, x4, . . . . 
alle zweiseitige Hgufungspunkte von Fko, mit (gem%13 a)) zugewies-nen 
Umgebungen i(xk), fiir die: 
x1 E (x2, x3), [x2, x3] C I, wodurch ~0tx2, 
x3 E (x4, x5), [x4, x51 c i(x3), und Xl <x4, 
x5 E (x6, x7), [x6, x7] c i&5), und x3 <x6, 
also such: 
xzn-1 E (Xzn, x2%+2) (n= 1, 2, . .a). 
Diese Konstruktion &fit sich unbeschrgnkt fortsetzen, und liefert anein- 
ander grenzende Segmente [x2%, XZ~+~] (n= 1, 2, . ..). bzw. liegend in 
i(xz+l). Der Grenzpunkt der ~2% sei a(l)(~ ElkO). Jedes Segment [a, Z] mit 
Z < cc(l) ist tiberdeckbar mittels end&h vieler [x0, x2], [x2, x4], . . . , [xzv, xzy+2] 
(V abhgngend von 5); wir nennen X darum erreichbar (mittels HO und Fk,J. 
Lbis. 1st a(l) beiderseitiger Hgufungspunkt von FQ,, so gibt es ein 
~2%’ E i(a(l)), und ein x1(1) > a(l), E i(a(l)) und zweiseitigen Htiufungspunkt 
von FkO ; die Segmente [a, x2], [x2, x4], . . . , [x~~,-z, XZ~~], [xsn,, xl(l)] bilden 
eine ijberdeckung von [a, a(l)] mittels endlich vieler Segmente; such a(l) 
ist erreichbar (mittels HO und Fk,,). Die Konstruktion ist, ausgehend von 
a(l), x1(1) anstatt a, x1, wieder fortsetzbar, und liefert aneinander grenzende 
Segmente [x:2, x&)+Z ] (n= 1, 2, . ..). bzw. liegend in i(xtd-,). Der Grenz- 
punkt der XL: sei a(2) (E FQ,). Jedes Segment [a, 51 mit a(l) <Z <a(2) ist 
iiberdeckbar mittels 
[a, x21, [x2, x41, . . . . [z2d, nP)l, [x2(l), x4(l)], .,., [$$,, x$)(,)+~] 
(0 abhangend von X); 5 ist wieder (mittels HO und FkJ erreichbar. 
Dies gilt bei a(2) beiderseitigem HBufungspunkt von Fro such ftir a(2) 
selbst. Die Konstruktion ist fortsetzbar wie nach a und nach a(l). Bleiben 
die weiter auftretenden HBufungspunkte von FQ, a(l) < a(2) < . . . < a(“) < . . . , 
immer beiderseitig, so ist dies such mijglich fiir a@“) = lim a(a). Sowohl 
n+c== 
die Cc(n) wie auoh a(@) sind erreichbar mittels HO und FkO. Bei transfiniter 
Fortsetzung 5) mu13 es eine erste Ordinalzahl der ersten oder zweiten 
5) Siehe etwa W. Sierpinski, Legons sur les nombres tramfinis. Coll. Bore1 
1928, Chap. 11 oder idem, Cardinal and ordinal numbers 1958. 
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Zahlenklasse x geben, fur die a(“) zwar linksseitiger-, jedoch nicht rechts- 
seitiger H&ufungspunkt won Fk,, ist. Denn sonst hatte man eine nicht- 
abzihlbare 5) Folge von Segmenten [a, a(r)], [a(l), a@)], . . . . [a(O), aCw+l)], . . . 
in [a, b], was offenbar unmoglich ist. Jeder Punkt 5 <a(“) ist wieder 
erreichbar fur HO und FkO. 
Von nun an la& sich, bei a’“) f b, die Konstruktion in derselben Weise 
fortsetzen wie sich unter der folgenden Nummer 2” fur den Fall dalj 
schon a(i) f b nur linksseitiger Haufungspunkt von Fk,, ist, zeigen wird. 
2”. 1st a(i) #b und nur linksseitiger Haufungspunkt von Fko, also 
E HO-H, so gibt es in i(a(i)) (Def. unter b)) einen Punkt so(r) > a(i) und 
E eine Menge FQ; ago) la& sich dabei als beiderseitiger Haufungspunkt 
von Fe, wahlen. Nach 1” gibt es ein xzvt+a E i(a@)), wodurch [a, a(l)] eine 
Uberdeckung mittels [a, x2], [xs, x4], . . . . [XW XZV+& [XZV+Z, so(l)] hat; a(l) 
ist erreichbar mit bzw. HO, Fko und HO-H; a(l) liegt in (x~~‘+z, so(l)). 
Ausgehend vom Punkte so(i) mit der Menge Fkl lassen sich Konstruktionen 
wie unter 1” 6) ausfiihren, wodurch weitere (nun mit bzw. HO, FkO, HO-H 
und Fk,) erreichbare Punkte erhalten werden. 
3”. Urn aa( oder (analog allgemein, mit a(“) wie unter Ibis) urn ein 
asCx) anfangende, mittels ElkI gebildete Segmente liefern entweder sofort 
einen nur linksseitigen Haufungspunkt von Fkl (wie unter lo und 2’) 
oder dies geschieht unter Zwischenschaltung von beiderseitigen Haufungs- 
punkten von Fkl (wie unter Ibis). Unter der Annahme daB b nicht erreicht 
wird, lassen die Konstruktionen unter l”, ibis und 2” sich unbeschrankt 
wiederholen; wir erhalten : 
(2) a <xl <a(l) < so(l) < c%(l) <f&(l) < ii(l) <Z&(l) < . . . , 
wobei anstatt ,,l” ev. such andere Ordinalzahlen von erster oder zweiter 
Zahlenklasse auftreten; der Punkt a gehijrt zu Ho; die Punkte a(r), 6(i), 
Z(l), . . . sind nur linksseitige Haufungspunkte von zugehorigen FI, (also 
E HO-H); die Punkte x1, aa( 50(i), &(I), . . . sind beiderseitige Haufungs- 
punkte zugehoriger Folk. Alle diese Punkte sind erreichbar mittels HO und 
endlich vieler Fk. Sowohl Konvergenz von (2) gegen einen Punkt von H 
wie such gegen einen Punkt, welcher zu einer Menge Fk gehiirt, ist miiglich. 
In beiden Fallen gehiirt der Grenzpunkt zu den mittels HO und endlich 
vieler Fk erreichbaren Punkten. 
1st der Grenzpunkt #b, so la&t sich das Verfahren wieder fortsetzen. 
Dennoch wird schliefilich b als Grenzpunkt auftreten, da es sonst eine 
nicht abzdhlbare 5), in a anfangende und [a, b] nicht ausfiillende Menge 
von aufeinander folgenden Segmenten gibe. 
In der nach Def. 3, b) dem Punkte b zugewiesenen Umgebung gibt es 
einen Punkt &’ (E io - HO), ftir den [a, E] Summe von endlich vielen Segmenten 
ist, gehijrend zu Punkten von H und endlich vielen Fk. Erganzung mit dem 
Segment [E, b] gibt eine Zerlegung von ~0 wie im Hilfssatz angegeben. 
6) Ausgehend von XI. 
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Hilfssatz. Zu einer Riemann-Klasse %O[io; {J’k (Ic= 1, 2, . ..). H}] gibt 
es eine Zerlegung von 50 in endlich viele Segmente [$-I, tj], mit 
(3) a=to<tl<tz<...<t,-l<t,=b, 
wobei : 
&I a, b E HO, tl, t,-1 E io-HO, tl E i(a), t,-1 E i(b), i(a) und i(b) wie in 
der Definition 3 unter b) ; 
/9) zu tj-1, tj (i=S, . ..) n-l) gibt es entweder ein xj E Fk(+ (5 beider- 
seitiger Haufungspunkt von Fa(q)) mit W(xj) < tj-1~ xj < tj < W(q), 3-1 
und tj beiderseitige Haufungspunkte von Fktzj) ; W(xj), t(r)(xj) E F,tq) wie 
in Def. 3, a), oder ein xj E HO, mit N(xj) < tj-1 <xj < tj < t@)(q), i(xj) 3 
= (t(l)(xj), t@)(xj)) wie in Def. 3, b), tj-1 und tj in der Summenmenge der J’k. 
$ 4. Definition 4. Eine in 50 endlichwertige Punktion f hat da- 
selbst ein allgemeines Ro(iemann)-Integral JiO (allg. RO) f dx=lo, falls es 
zu jedem 8 > 0 eine Uberdeckung (Elk (k = 1, 2, . ..) ; H} von io, wie im 
Hilfssatz von 3 1, und eine zugehorige Riemann-Klasse %O[io ; (Fk (k = 
= 1, 2, . ..). H)], wie in Def. 3, gibt mit folgender Eigenschaft: 
zu jeder aus {Fk (~%=l, 2, . . . ); H) durch (echte oder unechte) Unter- 
teilung der Fk 7) (und damit ev. Erweiterung von H) hervorgehende 
gleichartige Uberdeckung {Elk* (k= 1, 2, . ..). H*> von ZO gehijrt eine 
Riemann-Klasse %a[&; (Fr* (k= 1, 2, . ..). H*}] s), mit Punkten von (H*)O 
ev. neu hinzugewiesenen Umgebungen, tibrigens mit denselben Umge- 
bungen wie in %O[io; {Fk; H)] f iir d ie iibrigen Punkte von io, und so da0 fur 
j e de wie im Hilfssatz von $ 3 gebildete, zugehorige Zerlegung von io gilt 
1 $; f (xj*). (tj*-ti*-l)-q <4&; 
dabei deutet das Akzent zu 2 an, dalS nur diejenigen Intervalle (t:-1, tf*) 
einen Beitrag zu der Summe liefern, fur die der zugehiirige Punkt xj* 
beiderseitiger Haufungspunkt einer Menge F&p, ist. 
Bemerkung 1. Der Wert des Integrals in Definition 4 ist eindeutig 
bestimmt. 
Denn aus der Existenz von zwei Integralwerten 10 und IO’ mit IIO- 
-JO’] = 8.5 > 0 folgte die Existenz einer gemeinsamen Zerlegung von 60 
mit (4) und daneben 
9% 
/ 2’ f (xj*). (tj*-ti*-l)-Io’l< 4E, 
i-1 
was offenbar unmoglich ist. 
7) In hijchstens abziihlbar unendlich viele perfekte Mengen, deren je zwei h&h- 
stens einen links- bzw. rechtsseitigen Hiiufungspunkt gem&n haben (wie im Hilfssatz 
von § l), und eine ev. leere abzahlbare Komplementiirmenge. 
8) Man denke sich, im Hilfssatz, alle t, Z, 3’ und H von einem Asterisk versehen. 
H* ist wieder abzahlbar, ebenso wie (H*)O (S umme von H* und der einseitigen 
Haufungspunkte der El:). 
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Bemerkung 2. Die Definition 4 benutzt nur Riemann-Summen, 
keinerlei MaBbegriffe. 
Bemerkung 3. Bei {FI, (k=l, 2, . ..). H} und Riemann-Klasse %O[io ; 
{l?k; H)] fest folgt aus (4) daB die obere Grenze aller moglichen Werte 
von 1’ f (q*) . (tj*--trel) bei allen in Def. 4 zugelassenen Riemann-Klassen 
(i) 
W[io; (Fk* (ii= 1, . ..). IT”)] endlich ist (und zwar ~10+4&). Sie ist als 
Funktion von {FI, ; H} und $XO[ia ; {Fk ; H}] zu betrachten ; wir deuten sie 
darum durch Fco] [f; iP[io; {Sk (Ic= 1, 2, . ..). H}]] an. 
Satz 2. Aus f und g endlichwertig und allgemein Ro-integrierbar 
iiber io, und a, ,8 willkiirliche Konstanten folgt die allgemeine RO-Integrier- 
barkeit von ol.f+P. g, mit 
Jf,, (allg. RO) (a.f+/l.g) dx=oc Jio (allg. RO) f dx+p Jzo (allg. RO) g dx. 
Satz 3. Aus der Existenz des allgemeinen RO-Integrals von f (endlich- 
wertig) tiber io = %,$a, b] folgt, bei a<c< b, die Existenz der Integrale 
iiber [a, c] und [c, b], und umgekehrt. Dabei ist dann 
Sm1 (alk. RO) f dx + s[c.b, (allg. RO) f dx=Ja,, (allg. RO) f dx. 
Fur den Beweis vergleiche man einen analogen Beweis in diesen Proceed., 
Series A 68 (1965), S. 6, 7; man beachte dal3 in is c entweder zu einer 
Menge Fk* oder zu H* gehijrt fur eine zugehijrige Uberdeckung. 
Definition 4”. (Erganzung der Definition 4). Bei Existenz von 
Szo blk. R”) f d x, mit io = Sa[a, b], sol1 das (nach Satz 3 existierende) 
Jramzl (allg. RO) f dx, mit a 2x5 b, stetig in x sein; dabei ist JLa,al gleich 
Null zu nehmen. 
$ 5. Satz 4. Aus der Existenz des Perronschen Integrals gemaL 
Def. 2 fur die in CO endlichwertige Funktion f folgt da13 f such allgemein 
Ra-integrierbar tiber io ist; die Integralwerte sind dieselben. 
Beweis. Aus der Existenz des Integrals I(io) gemaD Def. 2 folgt bei 
F> 0 die Existenz einer in is zu f adjungierten Majorante 1v,O und die 
einer in $0 zu f adjungierten Minorante Y,O mit nachfolgenden Eigen- 
schaften : 
a) I(i0) + F > Yoo(b) 2 Yuo(b) > I(i0) -s; 
b) es gibt (vergl. such die Bemerkung C von § 2) abzahlbar viele 
perfekte Teilmengen (Fk) (k=l, 2, . ..) von io, die paarweise hochstens 
einen Punkt gemein haben, welcher bei Existenz die obere Grenze der 
einen, die untere Grenze der zweiten Menge ist, und die samtlich ~0 bis 
auf eine abzahlbare Menge H iiberdecken, wobei zu jedem beiderseitigen 
Haufungspunkt x einer Fk eine Umgebung i(x) = (t(l)(x), t(‘)(x)), mit 
t(l)(x) E 1”k, t@)(x) E Fk, gehijrt mit 
(5) Y$@“)- Y$(f) 2f(x). (t” -f) 2 Y$@“)- Y&‘) 
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bei : t(l)(x) <t’ <x < t” <t@)(z), t’, t” beiderseitige Haufungspunkte von Fk; 
daneben: c) kann man den Punkten (5%) der Menge HO (analog definiert 
wie in Def. 3, b)) Umgebungen (i([%)) zuweisen, in welchen die Oszil- 
lationen von Y,,O und Yus < &/2fi sind. 
In dieser Weise entsteht eine Riemann-Klasse %O[io ; {J’k (k = 1, 2, . . .) ; 
H}] im Sinne von Def. 3. Fur eine jede der nach dem Hilfssatz von 5 3 
existierenden Zerlegungen von io in endlich viele, zu %O[is; {J’k; H}] ge- 
hijrende Segmente [tj-1, $1 gilt (3) mit 01) and p). Daraus zusammen mit 
(5), c) und der Deutung von 2 f (5). (ti- ti-1) wie in (4) (jedoch ohne 
Asterisk) folgt : 
!PJq) + E > 2’ f (Xj) * (tj- tj-1) > !P$(b)-&, 
(i) 
woraus mit a) weiter folgt: 
II - 2’ f (Xj) * (tj- tj-l)/ < 4E. 
(i) 
In analoger Weise l&fit sich (4) fur jede weitere Uberdeckung {pk* 
(k=l, . ..). H”} ( im s inne der Def. 4), und mit I(&) anstatt 10, beweisen; 
die Umgebungen der Punkte (6%“) von (H*)O sollen dabei in analoger 
Weise wie die der Punkte (6%) von HO gewahlt werden. 
5 6. Sa tz 5. Aus der Existenz des allgemeinen RO-Integrals einer 
in io endlichen Funktion f (gem&I3 Def. 4”) folgt daIS f such ein Perronsches 
Integral gemafl Def. 2 iiber zo hat ; die Integralwerte sind wieder dieselben. 
Beweis. Nach Definition 4 gibt es bei q> 0 eine Uberdeckung {Fk 
(Ic= 1, 2, . . .) ; N> von io und eine zugehorige Riemann-Klasse ‘V[io; {Fk 
(k=l, 2, . ..). H}] ( wie in Def. 3) so da0 fiir die wie in Bemerkung 3 von 
$ 4 definierte obere Grenze 3’fol[f; ‘Q[is; {Fk (k= 1, 2, . ..). W}]] gilt: 
Jg, (allg. R”) f ~Zxf~>F~~~[f; ‘i%O[io; {Fk (k=l, 2, . ..). H}]]> 
> St, (allg. R”) f cZx---q. 
Zu einem Teilintervall u = u(p, q) sei %O[ZL; (C.Fk(lc= 1,2, . ..). C.H}] 
die aus ‘@[io ; {-Fk ; N}] d urch Beschrankung auf die Punkte von c her- 
vorgehende Riemann-Klasse ; 9) sie liefert einen endlichen Wert fur die 
(im Sinne der Bemerkung 3 von § 4) zugehiirige obere Grenze P&f; 
!XO[u ; (6. Pk ; C. H}]]. Lassen wir die den Punkten zwischen p und q zu- 
geordneten Umgebungen ungeandert, wahrend i(p) und i(q) (E sZrO[,; {. . .>I) 
durch fortgesetzte Einschrdnkungen auf beiden Seiten von p bzw. q in 
gegen p bzw. q konvergierende Umgebungen in(p), in(q) (m= 1, 2, . ..) 
9) Ev. enthiilt eine der nicht-leeren Mengen C* Fe nur einen einzelnen Punkt, 
welcher sodann Randpunkt von u ist ; wir kSn.nen dann immer fi - H mit einem solchen 
Punkt ergiinzen. Das gleiche gilt bei einem Produkt E* Pr, welches Summe der 
beiden Randpunkte von u ist. 
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tibergefiihrt werden, so entstehen Riemann-Klassen (iZTO)n[u; (. . .)I, mit 
nichtzunehmenden Zahlenwerten 
&01[f; (21°)n[u; p-k; ~*qll; 
der endliche Grenzwert (2 Ju (allg. IF) f dx) sei 
~[oll-f; %O[u; {+F,; +q11. 
Aus den &,,I geht F0 in folgender Weise hervor: 
011) YoO(a) = 0; 
PI) bei a<cSb sei YOO(c)=&,l[f; VfO[(a, c); {[a, c].Pt (k=l, 2, . ..). 
[a, cl . W. 
Bei x E io und beiderseitigem Haufungspunkt einer Menge FQQ (Def. 3), 
i(x) = (t(l)(x), W(x)) E ‘iP[i~; {Fk (7c= 1, 2, . ..). N}] (Def. 3, a)) ist, fur 
x E u = u(2), q), mit t@)(x) <p <q< W(x), p und q beiderseitigen Haufungs- 
punkten von Fkts), 
f(x).(q-p) S lim I?[&; (%X”)n[u; {~.PI, (k=l, . ..). 6.H}]]5 
12+00 
2 lim {hdf ; (%“M(a, 4) ; {[a, 41. Et ; [a, 41 .H}ll - n-+cc 
-&l[f; (%‘)?%[(a, P) ; {[a, PI ’ 8k ; [aa PI ‘H}ll lo)), 
oder 
f(x). (q-p) 5 &df i ~“[(a, d ; {La9 41 ‘Fk; tap 41 ‘H}ll- 
- ‘&df~ xo[(a, p7) ; {La, PI. ??k i La9 PI ‘Hjll “1 
also such 
f(x) * (4 -p) 2 YoO(q) - udO(p) 11). 
Die Punktfunktion yOo erftillt, bei {Hk (,?T= 1, 2, ,..); H), in io die Majo- 
rantenbedingungen b) und c) [in Def. 2, mit Fk, H anstatt Ej, H]. AuBer- 
dem ist 
(6) jio (allg. B”) f dx+q>&] [f; %O[io; {Fk (k= 1, 2, . ..). H}]]>= 
2 $-hdf ; %O[io; {Fk; H}]] = YoO(b). 
Ubrig bleibt Bedingung a) von Def. 2, also die Stetigkeit von !?,a in i. 
zu beweisen. Mit a<p<b und u s u(a, p), v = v(p, b) folgt aus der 
Existenz von ji,, (allg. .P) f dx daB such j”a (allg. 30) f dx existiert. Bei 
E > 0 gibt es, nach Def. 4, eine Uberdeckung {Fk (k= 1, 2, . . .) ; H} van i. 
und eine zugehijrige Riemann-Klasse %O[io ; {Fk (Ic = 1, 2, . _ .) ; H}] so da13 
fur Unteriiberdeckungen und zugehorige Unter-Riemann-Klassen, wie in 
Def. 4 n&her angegeben, (4) gilt ; wir schreiben dies in abgekiirzter Form : 
(7) Jr,, (allg. SJ) f dx + 4~ > zf,, > JxO (allg. IF) f dx - 4.5. 
10) Dieses Glied fehlt bei p=a. 
11) Dies gilt such bei p=a. 
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Daneben gibt es zu {c.F, (k=l, 2, . . . ) ; C-H} und der zugehorigen Rie- 
mann-Klasse ‘%O[v ; {a. Fk (k: = 1, 2, . . .) ; B. W}] eine im weiteren fest ge- 
haltene Zerlegung 80 von B mit zugehoriger Riemann-Summe 2;; 8,, (im 
Sinne von Def. 4), fur die 
(8) Jfi (allg. R”) f dx + 4~ > 2;; 80 > Jo (allg. Ra) f dx-4s. 
Ptir jede zu (55. Fk (k= 1, 2, . ..) ; a. H) und der zugehorigen Riemann- 
Klasse %a[~ ; {a. Elk (k = 1 , . . .) ; a * H}] gehorige Zerlegung 8 von G, mit zu- 
gehijriger Riemann-Summe zh; 8 (im Sinne von Def. 4) wird nun, wegen 
(7) 9, 
(9) JiO (allg. R”) f dx + 5~ > 2;; 8 + z\;s; 80 > Jao (allg. RO) f dx--5~ 
sein. 
Aus (8), (9) und der Additivitat des Integrals folgt: 
Ja (allg. RO) f C&X + 98 > 1;; 8 > Jc (allg. JF) f ax-g&, 
was weiter liefert: 
j”c (allg. 8)) f dx+9e~&~][f; l?P[u; (zX.FI,; aOH)]] 
2 SC (allg. RO) f dx-98, 
oder, mit pi), 
(10) I JFa,P, (allg. R”) f dx-Yoo(p)l 5 9E. 
Die Relation (10) gilt gleichmti~ig fur jedes p mit a 5p 5 b. Da die Integrale 
in ia stetig von p abhangen (Def. 4*), folgt nun dasselbe fur YOa(p); diese 
geniigt somit a) von Def. 2. 
Analog lal3t sioh die Existenz einer Minorante FUO, mit 
(6*) YJJ(b)> JiO (allg. RO) f dx-q, 
ableiten. Aus (6) und (6*) folgt dadurch die Behauptung des Satzes. 
Aus dem Zitat in $ 1, Satz 1, Satz 4 und Satz 5 folgt die A’quivalenz 
der allgemeinen Denjoy-Integration, der beiden Perron-Integrationen und 
der allgemeinen Ro-Integration (gemtip Def. 4*) fiir in Intervallen endlich- 
wertige Funktionen. 
$ 7. Wir miichten hier nur andeuten wie weitere Resultate in dieser 
Richtung erhalten werden kijnnen, und beschranken uns dabei haupt- 
sachlich auf den Fall daB x durch eine in ia = do[a, b] stetige nicht- 
abnehmende Punktfunktion a(x) ersetzt wird. Das unbestimmte allge- 
meine Da-Integral, JEa,%] (DA’) f da (f en ic dl h wertig), ist dann in lo total- 
stetig in verallgemeinertem Sinne oder T P in bezug auf a, und hat in 
den Punkten (x) von &o, eine Teilmenge E von LX-Mal3 ma(E) =0 aus- 
genommen, eine approximative Ableitung gleich f(x). Fur eine aquivalente 
12) Man beachte die Rolle des Punktes p und sainer geniigend kleinen Umgebung. 
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Perron-Integration in bezug auf o1, welche also Majoranten und Minoranten 
benutzt, ist die Definition der ersteren wie folgt : 13) Fine solche Majorante 
w(x) ist stetig und hat die Eigenschaften: a) y(a) = 0; b) io Ia& sich, bis 
auf eine abzahlbare Teilmenge, tiberdecken durch abzahlbar viele perfekte 
Mengen (Pk) derart da13 : 1. zu jedem Punkte t einer Pk, abzahlbar viele 
Punkte ausgenommen, ein positives h(f) gehort mit der Eigenschaft da13 
in jedem Punkte x von Pk.(E-h(E): &h(t)) mit ~(X)=&(E) gilt y(x)>,y(E) 
oder 5~(5), je nachdem x26 oder g 6 ist ; 2. in jedem Punkte x von PI,, 
wieder mit hijchstens abzahlbar vielen Ausnahmen, die unteren linken 
und rechten Derivierten von v nach 01 auf der Menge Pk)= f(x) sind, so 
weit sie in x existieren. 
Nach Umbildung der Majoranten und Minoranten in analoger Weise 
wie hier die Majoranten und Minoranten von Def. 2 (in 8 2) aus denen 
von Def. 1 (in 3 1) hervorgingen, entsteht eine zweite aquivalente Perron- 
Integration in bezug auf 01. Diese ist dann wieder gleichwertig mit einer 
allgemeinen Ro-Integration in bezug auf LX, welche aus den Definitionen 4 
und 4* dadurch hervorgeht daB in (4) tj- tj-1 durch a($) -ct(t+l) ersetzt wird. 
Selbstverstandlich lassen sich bei CC(X) von beschrankter Variation und 
stetig oder nicht stetig, bei LX(X) BVB und stetig oder unstetig derartige 
Moglichkeiten fiir Riemannsche Integrationsverfahren nachgehen und auf 
ev. Aquivalenz mit Denjoy-Stieltjesschen und Perron-Stieltjesschen Inte- 
grationsverfahren unserer in 13) zitierten Arbeit untersuchen, wobei such 
FuBn. 7 dieser Arbeit beachtet werden sol1 14). 
13) Siehe unsere Arbeit: ,,Das allgemeine Perron-Stieltjessche Integral”, Math. 
Ann. 116 (1938), S. 78, Def. Al, aus welcher die hier folgende Definition durch Spe- 
zialisierung hervorgeht. 
14) Ein analoges Problem gibt es fur die in unserer Arbeit in Math. Ztschr. 43 
(1938) eingefiihrten speziellen Denjoy-Stieltjesschen und Siquivalenten Perron- 
Stieltjesschen Integrale in bezug auf dort betrachtete 01. 
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